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摘要　　研究了一种由 O strow ski不等式推导出的有限 Hilbert变换近似公式在 CT 重建算法中的

应用.通过两个解析函数验证了这一有限 Hilber t变换近似公式的计算精度 , 并将其应用到基于弦

线的背投影滤波锥束 CT 重建算法中.结果表明这一近似公式计算精度和效率较高 , 这一算法可

在基于弦线的背投影滤波 CT 重建算法得到应用.

关键词　　有限 Hilbert变换　滤波背投影　CT重建

　　有限 Hilbert 变换(FHT)在空气动力学 、 求解

微分方程以及其他领域中具有重要应用[ 1] .它实质

上是在有限区间内对某一解析函数的 Cauchy 主值

积分变换.不失一般性 , FHT 在区间[ -1 , 1] 上

的数学表达式为:

(Hf)(t)=PV
1
π∫

1

-1

f(τ)
τ-t

dτ∶=

lim
ε※0+∫

t-ε

-1

f(τ)
τ-t

dτ+∫
1

t+ε

f(τ)
τ-t

dτ

其中符号 PV表示Cauchy主值积分 , ε为一无限小正

数.目前针对这一变换已经发展出多种数值计算方

法 , 这些算法的积分法则 、复杂程度 、计算精度以及

数值稳定性都有所不同.总的说来 , 算法大致可包括

Gauss型积分法[ 2] 、基于 Chebyshev多项式配置法[ 3] 、

基于SINC函数法[ 4 , 5] 、 基于中间函数变换法以及基

于特殊不等式算法等[ 6—9] .其中 Gauss 方法包括

Gauss-Legendre积分方法 、 Gauss-Jacobi积分方法以

及小波变换多分辨分析(MRA)积分方法.基于中间

函数变换算法包括 IM T 方法 、 TANH 方法(实质上

是 SINC方法)以及双指数 DE方法 , 即 Tanh-Sinh方

法等.Gauss方法需要计算相应的节点和权重因子 ,

它的主要缺点是如果奇点刚好位于节点上将不能保证

计算精度 , 在实际积分过程中需要对这一情况进行特

殊处理(如 Gauss-Kronrod方法)[ 10] .QUADPACK 中

的程序 QAWC 就是采用这种算法.NAG(英国数值

计算集团)程序中 D01AQC算法就是在这一算法基础

上的进一步改进
[ 11]
.Cheby shev 方法大部分的计算开

销需要通过快速 Fourier变换计算相应的函数展开系

数.SINC方法是利用 SINC 函数计算积分函数的节

点位置.中间函数变换法(IMT 方法 、 TANH 方法和

DE方法)可以以较快的收敛速度得到高精度计算结

果 , 但它要求进行较高精度的浮点运算 , 并且在处理

Cauchy 主值积分时需要两次采用分段积分或做较高

阶的逼近计算.在实际应用中 , 通常需要在满足一定

计算精度下对相关数据进行快速 FHT 计算.CT 领
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域中的基于弦线段的滤波背投影(BPF)重建算法就是

这一种情况
[ 12—14]

.该算法中重要的一步是需要对弦线

段上背投影后的数据进行 FHT(即滤波过程).本文介

绍一种基于 Ostrow ski不等式的FHT 近似算法 , 研究

了这一近似公式应用于快速 CT 重建领域的可能性.

1　近似公式推导及数值验证

1.1　公式推导

以下简要给出基于 Ostrow ski 不等式推导出

FH T 近似公式的主要步骤 , 详见文献[ 9] .

设 f(x)是在[ a , b]上的有界变差函数 , 则对于

所有 x ∈[ a , b]如下不等式成立:

f(x)(b -a)-∫
b

a
f(t)dt ≤

1
2
(b-a)+ x -a+b

2 V
b

a
(f) (1)

这里的 V
b

a
(f)代表区间[ a , b]上函数 f 的全变差.

其中 1
2
为最佳常数.V

b

a
(u)=sup{V f(x0 , …, xn)}.

V f(x0 , …, xn)=∑
n

i =1
f(xi)-f(x i-1) .V f(x0 ,

…, xn)为 f 关于分割 xi
n
t=0的变差.根据以上

O strow ski不等式 , 同时假设其导数 f′也是区间[ a ,

b]上的有界变差 , 则对于任意 t ∈[ a , b]和 λ∈ [ 0 ,

1] , 可以得到如下不等式:

(Hf)(a ,b;t)-f(t)
π

ln
b-t
t -a

-b-a
π
[ f ;λt +

(1 -λ)b ,λt +(1-λ)a] ≤

1
π

1
2
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2
1
2
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2 V
b

a
(f′)

(2)

其中[ f ;α, β] ∶=
f(α)-f(β)
α-β

.另外当 n≥1 , λi ∈

[ 0 , 1)(i=0 , … , n-1)并且 t , τ∈[ a , b] 和t≠τ

时存在以下不等式:

1
τ-t∫

τ

t
f(s)ds- 1

n ∑
n-1

i=0
f t +(i+1 -λi)

τ-t
n

≤

1
n

1
2
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2
V
τ

t
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如果λ=(λi)i=0 , n-1 , λi ∈[ 0 , 1)(i=0 , n-1)同时

定义下式:

Sn(f ;λ, t)=b-a
πn ∑

n-1

i=0
f ;t +(i +1-λi)b-t

n
,

t +(i +1 -λi)a-t
n

(4)

可以推导出如下不等式:
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π
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b-a
nπ
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2
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(f′) ≤b-a

nπ
V
b

a
(f′) (5)

当 λi =1
2
(i=0 , n-1)时可以得到:

Hn(f ;a ,b , t)-f(t)
π

ln
b-t
t -a

-Mn(f ;t) ≤

b -a
2nπ

1
2
(b-a)+ t -a +b

2 V
b

a
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其中 ,

Mn(f ;t)∶=b-a
πn ∑

n-1

i=0
·

f ;t + i +1
2

b -t
n
, t+ i+ 1

2
a -t
n

(6)

最终得到 FHT 估计表达式:

Hn(f ;a ,b , t)∶=
f(t)
π

ln
b-t
t -a

+

Mn(f ;t), t ∈ [ a ,b] (7)

1.2　数值验证

以下我们选取了两个解析函数验证了上述FHT 算

法的精度.在数值计算时级数都采用实际数据长度 J.

验证 1

解析函数 f(t)= 1-t
2
在区间[ -1 , 1]内的

FHT 理论表达式为(H f)(t)=-t.原函数和经过

1475自然科学进展 　第 17卷　第 11期　2007年 11月



FH T 的函数曲线见图 1.采用基于 Ostrow ski不等

式的近似公式 FHT 变换结果与理论结果的差值曲

线见图 2 , 除了位于端点处的窄区间外(误差 ～ 1E-3)

数值误差范围为 1E-5.仔细观察可以发现此函数具

有特殊性:在-1和+1 附近容易产生指数为 1
2
的

高阶奇异 , 这是在两端处积分误差较大的原因(数

值实验表明可以通过增大阶数 n降低误差), 为此我

们选取另外一个无高阶奇异的函数进行数值验证.

图 1　函数 f(t)=sqrt(1-t2)和在区间[ -1 , 1]

内 FHT理论公式(Hf)(x)=-t的函数曲线

横坐标为此区间采样点的序数(0—511)

图 2　采用Ostrowski不等式近似公式 FHT

结果与理论函数(Hf)(x)=-t差值曲线

数值误差范围为 1E-3—1E-5.

横坐标为此区间采样点的序数(0—511)

验证 2

解析函数 f(t)=t(1-t)在区间[ 0 , 1] 的 FHT

理论表达式如下:

(Hf)(t)=
t -t

2

π
lg

1-t
t

-
t
π
+

1
2π

(8)

原函数和经过 FHT 的曲线见图 3.采用基于 Os-

t row ski不等式的近似公式 FHT 变换结果与理论结

果的差值曲线见图4 , 数值误差范围为1E-7—1E-6.

图 3　函数 f(x)=t(1-t)和在区间[ -1 , 1]

内 FHT理论表达式(8)的函数曲线

横坐标为此区间采样点的序数(0—511)

图 4　采用 Ostrowski不等式近似公式 FHT

结果与理论函数公式(8)差值曲线

数值误差范围为 1E-7—1E-6

2　在基于弦线段的背投影滤波重建算法中的

应用

2.1　背投影滤波重建算法公式

下式是在一般轨迹下基于弦线段的背投影滤波

重建公式 , 详见文献[ 15] .

f(r)= 1
2π

1

(xc2 -xc)(xc -xc1)

1476 自然科学进展 　第 17卷　第 11期　2007年 11月



f 0(r)+P(u0 , v0 , sa)
(l-xc2)(l-xc1)

l -xc
+

(l +x c2)(l +xc1)
l +xc

(9)

其中 r为待重建物体内一点 , l为弦线段的半长度 ,

[ xc1 , xc2 ]为背投影线段.xc1 , xc2和 xc 是弦线上的

三个坐标值(原点为弦线段中点 , 方向为由 xc1至

xc2), xc1 <xc <xc2 , 参考图 5.

图 5　一般扫描轨迹下固定和旋转坐标系以及

弦线段 、 弦线及弦线投影示意图

f 0(r)=-h{g(xc)}　h{}表示 g(x′c)表示离散数据进

行FHT 后 xc 处的对应值.g(x′c)的函数表达式为:

g(x′c)= (xc2 -x′c)(x′c -xc1)∫
s
b

s
a

ds P′(u′, v′, s)
r′-r0

2

(10)

s∈[ sa , sb] 为背投影源轨迹段的范围 , sa , sb 为弦

线与轨迹的两个交点 , r′为背投影线段上的一点.

P(u0 , v0 , sa)为在轨迹 sa 处射线沿弦线方向在探

测器上的投影值.P′(u′, v′, s)为探测器投影数据

微分 , 计算公式如下:

P′(u′, v′, s)=-
dr0
ds
β P′(u′, v′, s)+A

dr0
ds
·

eu
 
 u′
+ev

 
 v′

P(u′, v′, s) (11)

2.2　重建参数

我们采用螺旋扫描轨迹进行重建数值模拟 , 将

基于 Ostrow ski不等式的近似公式应用到 CT 重建

算法中.扫描参数如下:半径 1.0m 、螺距 0.02m 、

起始角为 -1.88 rad 、 步长 0.005 rad 、 投影次数

750.数字体模采用 FORBILD 模型[ 16] 、 探测器分

辨率 512×40 、 像素大小 600μm ×600μm 、 探测器

中心到旋转中心的距离为 0.35m.图 6给出投影的

典型图像.本实验的数值模拟程序见文献[ 17] .

图 6　用于 BPF重建模拟的典型投影图像

由上至下分别是:第 1帧 , 中间第 100n(n=1…7)帧和第 750帧

2.3　重建结果及分析

我们选择位于 XY 面内的一个正方形感兴趣

区 , 矩阵大小256×256 , 中心坐标(0 , 0 , 0).图 7

是理论图像和重建图像的比较 , 图像灰度窗口[ 0 ,

1.8] .图 8为过中心点的水平和垂直方向的重建和

理论轮廓线比较.

图 7　理论图像(a)和重建后的图像(b)
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图 8　过(0 , 0)水平和垂直方向的重建结果(a)

与理论值轮廓线(b)比较

　　为分析 FH T 变换前后数据的变化 , 我们对过

原点的弦线段进行了单独重建.重建过程中弦线段

的两个端点选为弦线与半径为 0.1 m 球体的交点.

在该线段上等距离选取 512个点.图 9对背投影数

据进行 FH T 的结果 , 其中 f(x)为进行 FH T 前的

离散数值曲线.f 0(x)为由(9)式反推出的理论数值

曲线.f(x)的数据质量与探测器分辨率 、 投影次

数 、 数据微分处理和背投影过程有密切联系.最终

重建与理论的轮廓线比较见图 10.

图 9　采用基于Ostrowski不等式 FHT算法对背

投影数据进行变换的数值曲线

2.4　算法在实际锥束系统中的应用

我们采用 Co-60放射源 、 可旋转和垂直上升的

载物台 、 非晶硅平板探测器组成锥束立体成像系

统.其中 , 放射源的几何尺寸为 Υ1mm×3mm 、 活

度为 200Ci(1Ci =3.7 ×10
10
Bq).探测器采用

图 10　采用 Ostrowski算法时过原点的弦线段的

重建结果与理论值的轮廓线比较

PerkinElmer公司的平板探测器(型号:XRD 1640

A L3ES).它的总探测单元个数为 1024×1024 , 单

元大小为 400μm ×400μm
2
.考虑到降低射线散射

和辐射安全的需要 , 我们在放射源屏蔽体上安装了

钨合金的准直器.载物台的旋转速度和位置 、 纵向

位移速度和距离以及它们在不同扫描轨迹的配合采

用可编程处理器控制.轨迹圆半径为 100 cm , 纵向

行程为 15 cm.投影个数为 100.投影数据由1024×

1024合并成 256×256.这里给出采用马鞍型轨迹

进行的扫描结果和重建结果.体模实物图像和典型

的投影图像(经过裁剪)见图 11.

我们选取位于旋转中心矩阵大小为 256×128×

128的感兴趣区域.采用 BPF 算法进行了图像重

建.图 12 分别是沿轴向 、 冠状和失状方向的重建
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结果.需要指出的是:由于实验装置机械的系统误

差 , 重建后的图像存在环状伪影.但是我们可以清

晰确定胸部体模轮廓 , 其中 , 图 12(a), (c)两图中

的黑线部分是体模拼装接缝区域.

图 11　胸部体模及其典型的投影图像

(a)胸部体模;(b)失状方向投影;(c)冠状方向投影

(原始投影图像 1024×1024被合并成 256×256)

图 12　胸部体模重建结果

(a)轴向平面;(b)冠状平面;(c)失状平面

(原始投影图像 1024×1024被合并成 256×256)

3　结论

假设有 t ∈ 0 , … , J -1共 J 个离散数据 , 由

(6)式和(7)式我们可以进一步推导出对这些数据进

行 FH T 的表达式:

(H n f)(t)∶=
f(t)
π

ln
J -1

t
-1 +

2
π ∑

n

i=0

f(xi)-f(xi -Δx i)
(2i+1)

, t ∈ [ 0 , J)(12)

其中 x i = t + i+
1
2
(J - t -1)/n , Δxi =

(J -1) i+
1
2
/n.在实际计算机编码中需要插值

计算 f(xi).但整个算法中无高精度浮点运算的要

求 , 在处理奇点时无奇点位置判断 , 不用采用两次

分段积分和高阶逼近 , 积分节点位置和步长与被积

函数无关 , 可方便地结合查表实现快数运算 , 模拟

数据和实际 CT 重建数据分别表明这一算法可在基

于弦线的背投影滤波 CT 重建算法得到应用.
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《自然科学进展》 为中国科技信息情报所信息分析中心 、 中国科学院中国科学引

文数据库和中国生物医学文献光盘数据库等的统计源期刊.

主要栏目

专题评述　介绍国内外在某一研究领域的最新研究进展.

学术论文　报道具有原始创新性的未发表过的成果.

研究简讯　简要 、快速报道某一研究工作的主要结论或阶段性成果.

实验室通讯　介绍国家重点实验室的研究活动概况和进展.

学术论坛　对某一学术观点开展讨论.

订阅价格:自然科学进展:780.00元;Prog ress in Natural Science:900.00元

全年订阅 《自然科学进展》 中 、英文 , 可享受六折优惠.

联系方式

联系电话:010-62327204;传真:010-62326921;邮编:100085

通信地址:北京海淀区双清路 83号国家自然科学基金委员会杂志社

联系人:刘俐　程宇

E-mail:chengyu@nsfc.gov.cn

银行户名:国家自然科学基金委员会科学基金杂志社

开户银行:中国工商银行北京北太平庄支行　帐号:0200010009200062483

订阅截止日为 2008年 1月 20日
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